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Ecuaciones Diferenciales II. Examen X

Ejercicio 1. Para cada n ⩾ 1 la solución del problema de valores iniciales

θ̈ + 7 sen θ = 0, θ(0) = π − 1

n
, θ̇(0) =

1

n

se denota por θn(t). Calcula, si existe, ĺım
n→∞

θ̇n(3π).

Ejercicio 2. Se considera la ecuación diferencial

x′ = |x|x.

¿Hay unicidad del problema de Cauchy para toda condición inicial (t0, x0) ∈ R2?
En caso afirmativo encuentra la solución general.

Ejercicio 3. La solución del problema

x′ = x+ y senx, y′ = −7y + x sen y, x(0) = ε, y(0) = 3ε

se denota por (x(t; ε), y(t; ε)). Calcula, si existe, el siguiente ĺımite,

ĺım
ε→0

1

ε
[y(t; ε)− y(t; 0)] .

Ejercicio 4. Se supone que f : [0, 1] → R es una función continua para la que la
ecuación

f(x) = 0

tiene una única solución x∗ ∈ [0, 1]. Nos dan dos sucesiones de números en el intervalo
[0, 1], {xn} y {yn}, que cumplen f(xn) = yn. Demuestra que si {yn} → 0 entonces
{xn} → x∗.

Ejercicio 5. Dada una función U ∈ C1(R2) se considera el sistema

ẍ =
∂U

∂x
(x, y), ÿ =

∂U

∂y
(x, y).

a) Dada una solución (x(t), y(t)) definida en un intervalo I, demuestra que existen
números a, b, c ∈ R \ {0} tales que la función

aẋ(t)2 + bẏ(t)2 + cU(x(t), y(t))

es constante en I.

b) Se supone que U(x, y) ⩽ −3 para cada (x, y) ∈ R2. Prueba que todas las
soluciones maximales están definidas en ]−∞,+∞[.
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